BEOBACHTUNGEN UBER DIE
KETTENBRUCHE *

Leonhard Euler

§1 Nachdem ich vorherigen Jahr begonnen hatte, Kettenbriiche einer Un-
tersuchung zu unterwerfen und diesen fast neuen Zweig der Analysis zu
entwickeln, haben sich mir unterdessen einige Beobachtungen dargeboten, die
unter Umstinden, um diese Theorie weiter zu entwickeln und aufzubauen,
nicht ungeeignet sein werden. Deswegen, weil die Erforschung dieser Lehre
nicht wenig an Hilfe fiir die Analysis zu verschaffen zu scheint, mochte
ich diesen Gegenstand erneut angehen und die Dinge, welche sich hierauf
beziehend auftauchen werden, sorgfiltig erkldaren. Es sei also dieser Ketten-
bruch vorgelegt
B

A+
D

C+
F
E+

G
+I+etc

dessen wahrer Wert gefunden werden wird, indem die folgende Reihe ins
Unendliche fortgesetzt wird

A B BD BDF BDFH ‘
TP PQ T QR RS €

*Originaltitel: “De fractionibus continuis observationes”, erstmals publiziert in ,Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae 11 1750, pp. 32-81”, Nachdruck in ,Opera Omnia: Series
1, Volume 14, pp. 291 - 349 “, Enestrom-Nummer E123, ibersetzt von: Alexander Aycock,
Textsatz: Arseny Skryagin, im Rahmen des Projektes ,Euler-Kreis Mainz”



in welcher Reihe die Buchstaben P,Q,E,S, etc die folgenden Werte erhalten
P=C,Q=EP+D,R=GQ+FP,S=IR+ HQ etc

Diese Reihe aber ist immer konvergent, wie sehr auch immer die Buchstaben
B,C,D,E,F etc wachsen oder schrumpfen, solange sie alle positiv sind; ein
beliebiger Term ist ndmlich kleiner als der vorhergehende, aber grofier als
der folgende, was das Bildungsgesetz, nach welchem die Werte P,Q,R,S,T etc
gebildet werden, sofort aufzeigt.

§2 Wenn also umgekehrt diese unendliche Reihe vorgelegt war
B BD N BDF BDFH
P PQ ' GQ RS
wird ihre Summe angenehm durch einen Kettenbruch ausgedriickt werden
konnen. Es sei ndamlich

+ etc

P

oder
B

DP
P+

FPQ

R—-FP+

Q-D+

HQR
KRS
S—HQ+ ——
etc
Wenn daher diese Reihe gegeben war
a b c d e

—— -4+ -——+4+ -+ efc
p q r s t



wird wegen
B=a, D=b:a, F=c:b, H=d:¢c, K=e¢:d etc

und

P=p, Q=q:p, R=pr:q, S=qs:pv, T=prt:gs etc
der Summe dieser Reihe

a b ¢ d e
———+-——-+ -+ etc
p q rv s t

der folgende Kettenbruch gleich sein

a
N b:a
P ag — bp N c:b
app p?(br — cq) N d:c
bgq q%(cs — dr) L d
cp?r? p?r2(dt — es)
dg®s
_a
= o
p+t
acqq
aq = bp+ bdrr
br —cq + Coss
Cs_dr+dt—es+ etc

§3 Damit wir diese Dinge an einigen Beispielen illustrieren, wollen wir diese
Reihe nehmen

1— -+

1 1 ‘
+g—g+ etc

N =
W] =
NG

deren Summe = In(2) oder = [ % ist, wenn nach der Integration x = 1

1+x
gesetzt wird; es wird also sein

a=b=c=d=etc=1, p=1, qg=2, r=3, s=4 etc



und
p=1 ag—bp=1, br—cq=1, cs—dr=1 etc

Daher wird also

dx 1
1+x 1
1+
4
1+
9
1+
1+ e
1+ etc
oder der Wert dieses Kettenbruches ist = In(2).
§4 Wir wollen nun diese Reihe betrachten
1 1 1 1 1 ;
B AT

deren Summe die Flache des Kreises ist, der den Durchmesser = 1 hat, oder
%I nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist. Es wird also
sein

a=b=c=d=etc=1 und p=1 g=3, r=5 s=7efc

woher wird
dx 1

1+xx: 1
1+

9

2+
2+25
49

+ 24 etc
welches der Kettenbruch von Brouncker selbst ist, welchen er fiir die Quadratur
des Kreises dargeboten hat.

§5 Auf die gleiche Weise, indem andere Reihen dieser Art angenommen
werden, werden die folgenden Umwandlungen von Integralformeln in Ket-
tenbriiche hervorgehen, nachdem nattirlich nach der Integration x = 1 gesetzt
worden ist:



dx 1 dx 1

1+ 12 T+ 12
1+ 42 1+ 52
3+ 7 4+ o2
3—1—3+102 4—1—4+132
3+ etc 44 etc
dx 1 dx 1
1+ 12 T+ 12
1+ P 1+ 7
5+ e 6+ 13
5—1—7162 6+7192
5+5+ etc 6+6+ etc

§6 Dabher folgt also, dass allgemein sein wird

dx 1
1+xm_1 12
+
(m+1)>2
m—+
(2m +1)?
(3m +1)?
m e —

m + etc

nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist; und wenn m eine
gebrochene Zahl war, wird man haben

/ dx _1
1—|—x%_ n
1+

(m +n)?
(2m + n)?
(3m +n)?
ma
m+ etc




§7 Wir wollen nun die Formel f xln;;‘fnx , welche integriert, und nach der

Integration fiir x = 1 gesetzt, diese Reihe liefert

1 1 1 1

n_m+n+2m—|—n_3m—|—

+ etc
n
Daher wird werden
a=b=c=d=-etc=1 und p=n, g=m+n, r=2m+n, s =2m+n etc

Daher wird man haben

x"Ldx 1
1+ xm - 7’12
n-+
(m + n)?
(2m +n)?
m N —
m + etc

welcher Kettenbruch mit dem zuletzt gefundenen iibereinstimmt.

§8 Es werde nun diese Formel vorgelegt [ ( ﬁ d)xy , die integriert fiir x = 1
xm)v
gesetzt diese Reihe liefert

1 [z u(p+v) p(p+v)(p+2v)

— t
n v(m+n)+1-2v2(2m+n) 1-2-31/~°’(3111—Hl)+ et

die mit der allgemeinen verglichen gibt
a=1 b=y, c=u(p+v), d=u(u+v)(p+2v) etc
p=n, g=v(m+n), r=2072m+n), s=60>3m+n), t=24*4m+n) et

und

90— bp =vm + (v + )
br —cq=uvBv —u)m+ uv(v—u)n

cs —dr = 2uv*(u +v)(m(5v —2u) +n(v — p))

dt —es = 6pv>(u+v)(u+2v) (m(7v —3u) +n(v —u))
etc



nach Einsetzen welcher und einer Reduktion man haben wird

/ x"Ldx B
(1+xm)%

1

2
n
n+ﬂ

v(p+v)(m+n)?

vm + (v —p)n +
(3 — ) + (v — oy 4 22 E2)C@m n)?

3v(p +3v)(3m +n)?
(7v =3u)m+ (v — u)n + etc

(5v —=2u)m+ (v —pu)n+

Es sei p =1 und v = 2; es wird sein

x"ldx 1

JItam B nZ
n
6(m +n)?
2m+n +

20(2m + n)?

5m+n+
. +_+Q@m+ny

m n
1 72(4m +n)?
m+n+ﬂmn+n+em

§9 Aber wenn v = 1 und yu eine ganze Zahl war, werden die folgenden
Kettenbriiche hervorgehen

x"ldx 1
/ (14 xm)2 2n?

n—+

1-3(m+n)?
m—n+ 5
2-4(2m+n)
m—n+ 3
3-5(3m+n)
m—n-+
4-6(4m +n)?
m—n+ ———————

m—n-+ etc



x"dx 1
/ (14 xm)3 3n°

n-+

1-4(m+n)?
m—2n+ ( ) 5
2-5(2m +n)
—2n+ 3
3-6(3m+n)
—m—2n+
) 5 +4-7(4171—}—71)2
—2m — 2n
—3m — 2n + etc

welche Ausdriicke in gleicher Weise wie die folgenden wegen der negativen
Grofien nicht konvergieren, sondern divergieren.

§10 Alle diese folgen aus der Umwandlung des in §1 gegebenen allgemeinen
Kettenbruchs in die unendliche Reihe
A B BD BDF BDFH ;
TP PQT QR ~ RS €
Aber dieselbe Reihe wird, indem je zwei Terme addiert werden, in diese

transformiert
BE BDFI BDFHKN

A+ ——
+1Q+ 0s + SV + etc
Es ist aber
—D S—H F(Q-D V-MS K(S—-H
C:P:Q , G= Q— (Q ), L= — ( Q), etc
E 1Q EQ NS IS

Daher wird diese unendliche Reihe

BE BDFI BDFHKN
—+ +

Q QS SV

in den folgenden Kettenbruch umgewandelt werden

A+ + etc

B
"5-D D
E * F
E+
E(S—HQ)-FI(Q-D) H
EIQ +1 K
T (V= MS) —KN(S — HQ)
INS

A

+ etc



welcher von Briichen befreit in diesen iibergeht

BE
A+

D
Q-D+
1+

FIQ

EHQ
KNS

E(S— HQ)—FI(Q—D) +
1+

IMS

I(V = MS) — KN(S — HQ) + 1

§11 Wenn nun umgekehrt diese unendliche Reihe vorgelegt wird

a b ¢ d e
—+-+-+ -+ -+ efc
p g v s t

und ein Vergleich mit der vorhergehenden angestellt wird, wird sein

_ _1 _Pr _ _prt
Q=p, S_p' V= Pl X_pr' Z_qs' etc

und ebenso

L L S
~® "~ BDE " T BDFHK °¢

mit welchen Werten die vorgelegte Reihe in diesen Kettenbruch umgewandelt
werden wird

a

D
p—D+

in welchen Kettenbruch unzahlige neue Groflen eingehen, die in der vorgelegten
Reihe nicht enthalten waren.



§12 Weil aber aus §2 diese Reihe

b bdf bdfh

p pq qr rs

+ etc

gleich diesem Kettenbruch ist

hqr

—fp+
r=fr krs

—h -
° q+etc

wird, wenn diese Reihe auf die vorhergehende zuriickgefiihrt wird, werden

— DFI — HKN
b=BE, d= 7 f:f, etc

p=Q, g=S5 r=V, s=X, et

Daher wird der im vorhergehenden Paragraphen gegebene Kettenbruch in
diesen verwandelt werden

BE
DFI—Q

A+

EHKN — QS
ES+ DFI —

IMUR — SV

IV + HKNQ —
V 4+ HKNQ — 5% T MOERS 7 et

das Bildungsgesetz welcher Progression leicht erkannt wird.

§13 Aber jene Reihe

A B BD BDF ;
TP opo T or ¢

die wir zuerst aus dem allgemeinen Kettenbruch gefunden haben, wird leicht
in diese Form transformiert

B BE BDG BDFI BDFHL

At — 4
t2p 20 2R T 205~ 2rT T
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die, wenn die Buchstaben C,E,G,I etc durch die {ibrigen mit Hilfe der gegebe-
nen Gleichungen ausgedriickt werden, in diese iibergeht

B B(Q-D) BD(R—FP) BDF(S—HQ)

A _
2P T T 2P0 2POR |+ 20RS ete

welcher deshalb dieser Kettenbruch gleich ist

B

A+
DP
P+

FPQ

R—-FP+

Q-D+

HOQOR
S—HQ+ etc

§14 All diese folgen also aus der Betrachtung von Kettenbriichen unmittelbar
und viele Beobachtungen dieser Art habe ich schon in der oberen Abhandlung
mitgeteilt. Nun also, nachdem wir diese Dinge hinter uns gelassen haben,
schreite ich zu anderen voran und mochte einige Arten so zu Kettenbriichen
zu gelangen wie die Werte gegebener Briiche dieser Art durch Integrationen
anzugeben, darlegen. Zuerst mochte ich deshalb, weil hier der Brouncker’sche
Ausdruck fiir die Quadratur des Kreises nicht nur bewiesen worden ist, son-
dern auch gleichsam a priori gefunden worden ist, andere dhnliche entweder
von Brouncker selbst oder von Wallis gefundene Ausdriicke einer Unter-
suchung unterwerfen; sie werden namlich von Wallis aufgezdhlt, und es wird
nicht hinreichend klar kenntlich gemacht, ob Brouncker alle gefunden hat
oder lediglich den, welcher fiir die Quadratur des Kreises dargeboten worden
war. Spéter werde ich auch jene iibrigen Kettenbriiche, die von weiterem
Umfang scheinen, aus hochst verschiedenen Prinzipien beweisen und werde
lehren, um Vieles mehr dieser Art zu finden.

§15 Was sich aber bei Wallis befindet, geht darauf zuriick, dass das Produkt
dieser zwei Kettenbriiche = 42 ist:

1
a—1+
2(a—1)+

9

25

2(a—1)+ 2(a—1) +etc

11



und

1

a+1+
9

2(a+1)+
2(a+1)+

25
2(a+1) +etc
Weil also auf die gleiche Weise gilt

) 1 1
(a+1)"=a+1+ 5 xa+3+

2 D+ —— 2 —_—
(a+ )+2(a—|-1)+etc (a+3)+2(a—|—3)+etc

wird auf diese Weise, indem ins Unendliche fortgeschritten wird, aufgefunden
werden

a(a+4)(a+4)(a+8)(a+8)(a+12)(a+12)

T a+2)(a+2)(a+6)(a+6)(a+10)(at 10)(a+ 14) o=
a—l+1 9
2(a—1)+ o5
2a—1)+ m

§16 Wenn nun dieses aus unendlich vielen Faktoren bestehende Produkt
durch die in der vorhergehenden Abhandlung angegebene Methode erforscht
wird, wird aufgefunden werden, dass sein wird

a(a+4)(a+4)(a+8etc  [x"Tldx:v/1—xt
(a+2)(a+2)(a+6)(a+6letc  [xi-ldx:/T—x*

Deshalb wird der Wert dieses Kettenbruches

1
a—1+
2(a—1)+

9

25

2a—1)+ 2(a—1)+ etc

diesem Ausdruck gleich werden
a [x"dx:v/1— x4
[ xt=tdx /1 — x

nachdem nach jeder der beiden Integrationen x = 1 gesetzt wurde.
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§17 Dieser Lehrsatz, mit welchem der Wert eines sich ziemlich weit erstreck-
enden Kettenbruches durch Integralformeln ausgedriickt wird, ist umso mehr
bemerkenswert, um so weniger offenkundig seine Giiltigkeit ist. Denn obwohl
jener Fall, in dem a = 2 ist, schon zuvor gefunden worden ist und sein Wert
durch die Quadratur des Kreises erklart worden ist, folgen dennoch die iibri-
gen Fille aus ihm nicht. Wenn namlich dieser Kettenbruch auf die anfangs
vorgeschriebene Weise in eine Reihe umgewandelt wird, wird zu so verwick-
elten Formeln gelangt, dass ihre Summe in keinster Weise berechnet werden
kann, auSer im Fall 2 = 2. Deswegen habe ich schon vor langer Zeit viel Mhe
darauf verwendet, dass ich so die Giiltigkeit dieses Lehrsatzes beweisen wie
einen Weg entdecken wiirde, auf welchem sich a priori zu diesem Kettenbruch
selbst gelangen liefie; diese Untersuchung schien mit umso schwerer, eine
umso grofiere Niitzlichkeit ich aus ihr zu entspringen glaubte. Solange ich
aber den ganzen Eifer vergebens fiir diese Aufgabe aufgebracht habe, habe
ich im hochsten Mafse bedauert, dass die von Brouncker gebrauchte Methode
niemals dargelegt worden ist und vielleicht ganz und gar verloren gegangen
ist.

§18 So weit freilich aus der Wallis’schen Musterung bekannt ist, ist Brouncker
auf diese Form durch Interpolation dieser Reihe gefiihrt worden

1 1.3 1-3-5
2 21 246
deren Zwischenterme die Quadratur des Kreises selbst zu liefern, Wallis
bewiesen hatte. Und daher wird der Anfang dieser von Brouncker unter-
nommenen Interpolation aufgezeigt. Er wird ndamlich gesagt, sich vorgelegt
zu haben, die einzelnen Briiche %,%,% etc in zwei Faktoren aufzulosen, die alle
untereinander eine ununterbrochene Progression festlegen. Wenn deshalb war
1 3 5 7
AB:E CD:E EF:g GH:§ etc
und die Groien A,B,C,D,E etc eine ununterbrochene Progression festlegen,

geht jene Reihe in diese tiber

AB + ABCD + ABCDEF + etc

+ etc

welche auf diese Form reduziert von selbst interpoliert wird; es wird ndmlich
der Term, dessen Index % ist, = A sein und der Term, der den Index % hat,
= ABC und so weiter. Daher wird diese ganze Interpolation auf die Auflosung
der einzelnen Briiche in zwei Faktoren zuriickgefiihrt.

13



§19 Aus dem Gesetz der Kontinuitidt wird aber sein

BC—2 DE—4 FG—6 t
3 5 —7 &C
Weil also ist
A—1 B—2 C—3 D—4
“ 2B~ 3C ~ 4D ~  S5E
wird sofort erhalten
A_1-3.3-5-5‘7 .
T 224466 °F

welches aber die von Wallis zuerst aufgestellte Formel ist, mit welcher er die
Quadratur des Kreises ausgedriickt hat, und in hochstem MafSe vom Brounck-
er’schen Ausdruck abweicht. Daher, weil diese Formel beim Untersuchen der
Interpolation auf diese Weise sich so leicht zeigt, hat man sich umso mehr zu
wundern, dass Brouncker, denselben Weg beschreitend, zu einem dermafsen
unterschiedlichem Ausdruck gelangt ist; es scheint namlich kein Weg iibrig zu
sein, der zu einem Kettenbruch fiithren wiirde. Und es ist in der Tat nicht zu
glauben, dass Brouncker mit Vorsatz den Wert von A durch einen Kettenbruch
ausdriicken wollte, sondern eher einer bestimmten eigenen Methode folgen-
den quasi unfreiwillig auf ihn gestofien ist, weil zu der Zeit Kettenbriiche
vollkommen unbekannt waren und bei dieser Begebenheit zuerst Erwdahnung
gefunden haben. Aus diesen lasst sich hinreichend sicher folgern, dass eine
zu Kettenbriichen dieser Art fithrende Methode gegeben ist, obwohl sie nun
freilich im Verborgenen zu liegen scheint.

§20 Obwohl ich mich aber lange mit dem Wiederauffinden dieser Methode
erfolglos beschiftigt habe, bin ich dennoch auf eine andere Weise gestoflen,
Interpolationen von Reihen dieser Art durch Kettenbriiche auszufiihren; diese
hat mir aber von den Brouncker’schen in hochstem Mafie verschiedene Aus-
driicke geliefert. Dennoch hoffe ich indes, dass es nicht ohne jeden Nutzen
sein wird, diese Methode dazulegen, weil mit ihrer Hilfe Kettenbriiche wieder
aufgefunden werden, deren Werte schon anderswoher bekannt sind und
durch Quadraturen dargeboten werden konnen. Weil ich ndmlich darauf eine
andere Methode angeben werde, die Werte irgendwelcher Kettenbriiche durch
Quadraturen auszudriicken, werden daher aufierordentliche Vergleiche von
Integralformeln entspringen, zumindest in dem Fall, in welchem der Variable
nach der Integration ein bestimmter Wert zugeteilt wird; viele Vergleiche

14



dieser Art habe ich in der vorhergehenden Abhandlung tiber aus unendlich
vielen Faktoren bestehende Produkte dargeboten.

§21 Damit ich also nun die von mir gefundene Interpolationsweise darlege,
sei diese sich sehr weit erstreckende Reihe vorgelegt

p p(p+2r) p(p+2r)(p+4r)

+ + + etc
p+2q (p+29)(p+29+2r) (p+2q)(p+2q9+2r)(p+2q+4r)

deren Term des Index’ % = A sei, der Term des Index’ % = ABC, der Term
des Index’ % = ABCDE etc. Daher wird also sein

2 4
B— P cp— Pt pp_ PTE
p+2q p+2q+2r p+2q+4r

und aus dem Kontinuititsgesetz

p+r DE p+3r r p+5r

T pt2q+r C p+29+3r T p+29+5r

und so weiter.

§22 Um die Briiche zu beseitigen, werde festgelegt

a b c d
p+29—r p+2q p+29+r p+2q+2r

und es wird sein
ab= (p+2q—r)p,bc = (p+29)(g+7),cd=(p+29+7)(p+2r),

de = (p+2a+2r)(p+3r) etc
Es werde nun

1 1 1
d=m—-r+—- b=m+—- c=m+r+—
« B Y

1 1
d:m+2r+g e:m—|—3r+g

in welchen Substitutionen die ganzen Anteile eine arithmetische Progression
festlegen, deren konstante Differenz r ist, was die Progression jener Produkte

15



selbst erfordert. Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, werden
die folgenden Gleichungen hervorgehen, indem der Kiirze wegen festgelegt
wird
p2+2pq—pr—m2+mr:P
und
2r(p+q—m)=Q:

Puaf —(m—r)ja =mp+1
(P+Q)py —mp =(m+r)y+1
(P+2Q)y0 —(m+r)y = (m+2r)d+1
(P+3Q)dée —(m+2r)6 = (m+3r)e+1
etc

§23 Aus diesen Gleichungen gehen also die folgenden Vergleiche der Buch-
staben «,f,7,0 etc zueinander hervor:

mp+1 m plp+2q—r):p°
W= =—+
pB—(m—r) p m-—r
_ (mr)y+1 B m+r+(p+r)(;9+2q):(P+Q)2
T (P+Qy-m “P+Q m
P!
 (m+2né+1 mA42r  (p+2r)(p+29+7): (P+2Q)?
- (P+2Q)6 — (m+r) P+2Q m—+r 5
_P+2Q+

Wenn also der Kiirze wegen festgelegt wird

p* +2pq —mp —mq+qr =R

und
pr+qr—mr=2S§

und die Werte der angenommenen Buchstaben ununterbrochen in den vorherge-
henden eingesetzt werden, wird der folgende Kettenbruch hervorgehen

16



+29—71): p?
_m+p(P q—r):p

N =

p o 2rR (p+r)(p+29): (P+Q)>
P(P+Q) 2r(R+YS) (p+2r)(p+29+71): (P+2Q)?
(P+Q)(P +2Q) 2r(R +25)
(P+20)(P+30) ¢

§24 Weilalsoa=m —r = % ist, wird man haben

P
aomer o PP +20-N(P+Q)
2R+ (p+7)(p+29)P(P+2Q)
2r)(p+2q+7)(P+Q)(P+3Q)
2r(R+S) + (p

2r(R+2S) + etc

Daher wird der Term der vorgelegten Reihe

p p(p+2r) p(p+2r)(p+4r)

+ + etc
p+2q (p+29)(p+29+2r) (p+2q)(p+2q9+2r)(p+2q+4r)

dessen Index % ist, also sein

A a
pt2g-—r
Weil ja aber der allgemeine Term dieser Reihe, der den Index n hat, ist
f yp+2q71dy(1 _ er)n—l
STy
wird der gefundene Kettenbruch oder der Wert des Buchstaben a sein
pH20-17y - /1 — 12"
—(prag-n LT VI
Jyrtdy s /1 -y

nachdem nach jeder der beiden Integrationen y = 1 gesetzt worden ist.
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§25 Weil aber in unserem Kettenbruch der beliebige Buchstabe m enthalten
ist, wird man unzéhlige Kettenbriiche haben, die denselben Wert haben und
der bekannt ist; es wird forderlich sein, dass aus diesen die besonderen
betrachtet werden. Es sei also zuerst

m—r=poderm=p-+r
es wird sein
P=2p(g—r), Q=2r(g—r), R=p(g—r)und S=r(qg+7)

woher werden wird

a:p+2ﬂq—0
p+r+(p+w—ﬁﬂp+ﬂ
(p+29)(p+2r)
N (p+29+7)(p+3r)
r+ etc

Aber wenn r > g war, damit der Kettenbruch nicht negativ wird, wird sein

P
T T —g)
1+ 1
(p+2g—r)(p+r1)
p+29—r+
(p+2q)(p+2r)
N (p+3q+7)(p+3r)
r + etc

§26 Esseinun m = p + g, damit P und Q verschwinden; es wird aber sein
P=q(r—q)und R = q(r —q)

und daher wird hervorgehen

a:p+q_r+q0—@
p+q+p@+ﬁq—ﬂ
2r+(P+rﬂp+2w
2+ (p+2r)(p+2q+r)
2r + etc

welcher Kettenbruch sogar dem vorhergehenden gleich ist, auch wenn die
Formen selbst verschieden sind.
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§27 Es werde m = p + 2q gesetzt und wird sein

P=2q(r—p—2q)=-29(p+29—7)
Q=—2r
R=—q(p+29—r7)
und
S=—gr

Aus diesen wird deshalb der folgende Kettenbruch erhalten werden:

29(p+29—r)
p(p+29)
(p+r)(p+2q9+r)
(p+2r)(p+2q+2r)
r 4+ etc

a=p+2g—r—

p+2q9+
r+

So gehen unzidhlige Kettenbriiche hervor, die alle denselben Wert a haben, der
durch Integralformeln gefunden worden ist

[ty s Ty

p+2q=2r=14y, . /1 — 2
=(p+29-r1) —(p+2q—2r)fy v Y1y

[ty JT= [ty 1=

§28 Bevor wir weiter fortschreiten, wollen wir einige Fille betrachten. Es sei
also r = 2q und es wird sein

_ vy Vi-yM
Jyr-ldy /1y

a

Weil also wird

P =p*+2mq — m?
Q=4q(p +4q—m)
R =p® +2pq + 299 — mp — mq

und
S=2(p+q—m)
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wird im Allgemeinen sein

a=m-—2q+
TP Q)

(p +2q)*P(P +2Q)
(p+49)*(P+ Q)(P+3Q)
49(R +2S) + etc

m+

4R +

49R(R+S) +

§29 Wenn wir aber fiir m jene verschiedenen Werte einsetzen, werden die
folgenden bestimmten Kettenbriiche hervorgehen

a:p_2vq
p(p+2q)
p+2q+
2+ (p+2q)(p+4q)
1+4g)(p+6
2q+(p q)(p+6q)

2q + etc

oder anstelle dieses Kettenbruches wegen r > g

P
“= 2
1+
p(p+2q)
p+
(p+29)(p+4q)
+4q)(p+ 6
2q+(P q7)(p+6q)

2q + etc

Darauf wird aus §26 fiir diesen Fall dieser Bruch erhalten

q=P—¢1+qq
p(p +2q)
p+29+
2+ (p+2q)(p+4q)
+4g)(p+6
2q+(p q)(p+6q)

29 + etc
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Drittens wird aber §27 diesen Kettenbruch verschaffen

a:p_qu
p(p+2q)
p+29+
(p+29)(p+4q)
+4g)(p+6
2q+(19 7)(p +6q)

2q + etc
welcher mit dem zuerst hier dargebotenen iibereinstimmt, so dass man nur

zwei einfachere Kettenbriiche fiir diesen Fall hat, in dem r = 2q ist.

§30 Es werde nun weiter g = p = 1 gesetzt, dass wird

Lo Jyydy: 1y
Jdy:V1—yt

es wird zuerst sein

a=1-—

1-3

2000
5.7

2
+2-1- etc

3+

Des Weiteren wird man aber haben

4+

4 + etc

Daher folgt, dass sein wird

[dy:/1—y* _2+1

[yydy: J1—y* 9

4+

25
4+

4+

49
4 + etc
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welcher Fall im §16 gegebenen Ausdruck enthalten ist, aus welchem jene
noch nicht hinreichend bewiesen Formel noch mehr bestétigt wird. Nachdem
ndmlich dort a = 3 gesetzt wurde, wird werden

3]x4dx:\/1—x4_ [dx:v/1—x* _2+1
fxxdx:\/l—x4_fxxdx:\/l—x4_ 4+9

25
N 49
4 + etc

4+

so dass nun freilich feststeht, dass jene in §16 dargebotene Formel in den
Fillen wahr ist, in denen einmal ¢ = 2 und dann auch a = 3 ist; bald aber
wird ihre Giiltigkeit im weitesten Sinne aufgezeigt werden.

§31 Esseiq =} und p = 1; wihrend r = 29 = 1 bleibt, wird sein

2
Lo JydyVi-y? 2

S JAy Iy T

wihrend 7t die Peripherie des Kreises bezeichnet, dessen Durchmesser = 1 ist.
Allgemein wird deshalb sein

P=1+m+m? Q=3-2m

R_5—3m 4 S_3—2m
= > un = 5
und daher
14+ m+ m?
a=m-—1+
+12(4—m—mz)
m
22(1 4+ m — m?)(7 — 3m — m?
5—-3m+ ( I )

32(4 — m — m?)(10 — 5m — m?)

8—5m+ 11— 7m + etc

In den dargelegten speziellen Féllen wird aber sein
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7'[_1 _1+1
2 1 N 1-2
1— 1+
1-2 2.3
2+ 14—
1028 pyo?
1 3.4 1+ etc
+1-|-etc
und
71_1 _> 1
2 1:4 N ) 12
273 12 +2 22
2+2 22 +2 32
+T TOT et
+2—|—etc

§32 Damit der Gebrauch dieser Formeln bei Interpolationen verstanden
wird, sei diese Reihe vorgelegt

+ etc

N
N
S

2-4-6
+

t137133

deren Term des Index” 5 gefunden werden miissen soll, der = A sei; es wird
also sein

1
p=2r=1 und 9==5
Es werde festgelegt
B a
Cpt29-—r
es wird sein
a
A=—
0

woher der Ubelstand der gegebenen Formeln, wenn p +2q —r = 0 wird,
zur Geniige eingesehen wird. Dennoch kann indes die Aufgabe bewiltigt
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werden, indem der Term des Index” 5 gesucht wird, wenn dieser = Z war,
wird A = %Z sein; aber %Z wird der Term des Index’ % dieser Reihe sein

4 4.6 4-6-8
37357357

+ etc

die mit der allgemeinen verglichen gibt

so dass wird

C2fydy i 1-y2 3 [dy:/1-y2 3

Z —7T

C [Pdx -y 2 [ydy: /12 4

und A = 7. Weil also durch §34 ist

Z = d A—ZZ—2
=4 un —g —gﬂ

wird zuerst allgemein wegen

P=8+m—-m?, Q=7-2m

23 —7m 7 —2m
= und S =
2
sein )
T
A = —q = —
373

2(m—1)+2(8+m—m2)
3 2-4-3(15 —m — m?)
3m +
3-5(8 +m —m?)(22 — 3m — m?)
4-6(15 —m — m?)(29 — 5m — m?)
37 —11m + etc

23 —7m+

30 —9m +
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§33 Indem aber spezielle Fille entwickelt werden, wird sein

3 12 4
4 5+2-5 1—1—1 3
3-6 2.5
1+ 2+
1427 AL
1+ etc . 4.7
1+ etc
oder auch
3 1+3
—7T =
4 1-4
1+
14200
3-6
1+
1427
1+ etc
Auf die gleiche Weise wird man durch §26 haben
3 5 3:4 2+1
a =—70 =— — e
4 2 7 2.4 1-3
5+ 2+
2 3-5 2-4
2+ 2+
4.6 3-5
24— 24 ———
5 5.7 ) 4-6
+2+etc +2—|— etc
schliefilich wird der in §27 dargelegte Fall geben
3 2
a=-m =2+
4 3-4
3+
4.5
1+ ——
142
1+ etc
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oder

7r_1+1
2 1.2
14
2.3

3-4
1+
4.5

1
+1+ etc

1+

welcher Ausdruck mit einem gewissen oberen in §31 dargebotenen iiberein-
stimmt.

§34 Aus dieser Interpolationsmethode haben wir deshalb unzéhlige Ket-
tenbriiche erhalten, deren Werte durch Quadraturen von Kurven oder Inte-
gralformeln angegeben werden konnen. Weil aber diese Kettenbriiche am
Anfang unregelmaflig sind, werden die Anfdnge, die die Unregelméfligkeit en-
thalten, abgetrennt, dass man tiberall nach demselben Gesetz fortschreitende
Kettenbriiche hat. So wird aus §25, indem festgelegt wird

p+2q—r=fundp+r=nh
die folgende Gleichung hervorgehen

fh B
- (f+r)(h+7) B
(f +2r)(h+2r)

r+ etc
f=r) [yldy s 1y - ) [yt 1y
ffyf+r dy - m_hfth dy \/1_7%

welche Gleichung immer reell ist, wenn nicht f = h ist, werde f = h + dw
gesetzt und es wird aufgefunden werden

fyh+r+dw 1dy 1— 2r h+2r 1dx

[yrr—idy - \/ﬁ =1 -rdw / r+1 T
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nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist. Daher wird also sein

N hh
’
N (h+7)?
(h+ 27’)2
T r+ etc
dx . xht2r-1gy dx . x" ldx
2
B r+hr(h—r)fxr+1f 1—x r(h—r) fxr—Hf 1 — 2
N dx M 2r-lgy dx . x"ldx
1_hrfxr+lf 1 — y2r 1_r(h_r)fxr+1f1_x2r
Aber aus der Natur der Integrale ist
dx xh+2r71dx -1 xh+2r71dx 1 xh+r71dx 1 xh+r71dx
a1 1—x 11— 7)1 T 7 14 x7

nachdem x = 1 gesetzt wurde. Deshalb wird man haben

xh+r—1dx xh—ldx
. hh :r—f—h(h—r)fil_'_xr :1—(h—r)f71+xr
(h+r)? XM= ldx x"ldx
r+ 1-h[—— 1l
r+ etc 1+ x" 1+ x"

welche Form aber mit der tibereinstimmt, die in §7 gegeben worden ist.

§35 Auf die gleiche Weise folgt aus §26, indem p = fund p+2g—r =h
gesetzt wird, dass sein wird

f—1 h+r—1
2= =) L (g rn—an LY

Zr+fh = V1-y 1-y”

ory SEDEAT) thyh“*ldy_(ﬁh_r)f y Ty
2r + (f +2r)(h+2r) V1—y% 1—y%
2r + etc

Welil ja aber die Formel unverdndert bleibt, wenn f und h miteinander
vertauscht werden, ist es offenbar, dass sein muss
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h fyh+r—1dy /1= er B ffyf+r—1dy /1= er
Syl T—yr [y /Ty
nachdem nach allen Integrationen y = 1 gesetzt worden ist. In der Tat ist dieser
Lehrsatz schon in denen enthalten, die ich in der vorhergehenden Dissertation
tiber aus unendlich vielen Faktoren bestehende Produkte dargeboten habe;
dort habe ich namlich viele Lehrsétze dieser Art hervorgebracht und bewiesen.

§36 Hier verdient aber gleicher Weise der Fall bemerkt zu werden, in dem
f = h+rist; in diesem verschwindet ndmlich so der Zdhler wie der Nenner
des gefundenen Bruches. Nachdem aber wie zuvor f = h + r + dw gesetzt
und die Rechnung durchgefiihrt wurde, wird entspringen

X dx
h(h+7) h+2h(r—h)f1+xr
SN NS TN S i
s s X
2 + 142K
' (h+2r) (i + 37) J i
2r + etc

Daher, wenn h = r = 1 gesetzt wird, wird man haben

1.2 1
2.3 T 2In(2)—1
3.4
2420
2 + etc

2+

2+
2+

Im Ubrigen, wenn die Gleichung in §27 auf dieselbe Weise behandelt wird,
wird die Form jener selbst, die ich aus §25 gefunden habe, vollkommen gleich
hervorgehen.

§37 Nachdem diese Dinge dargelegt worden sind, mit welchen die Inter-
polation von Reihen auf Kettenbriiche zurtickgefiihrt wird, kehre ich zu
Brouncker’schen Ausdriicken zuriick und werde eine natiirliche Methode
angeben, nicht nur zu denen zu gelangen, sondern auch eine solcher Art, die
von Brouncker selbst benutzt worden zu sein scheint. Aber die bisher gefunde-
nen Kettenbriiche weichen aber im hochsten MafSe von den Bronucker’schen
ab, weil die Werte der Buchstaben A,B,C,D etc bei der erlduterten Methode so
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voneinander abhédngen, dass sie leicht miteinander verglichen werden konnen,
bei der Brouncker’schen Methode aber voneinander verschieden hervorgehen,
dass deren gegenseitige Relation nicht erkannt wird. Dieser Unterschied selbst
hat mich schliefSlich zum Fund eine anderen nun zu eroffnenden Methode
gefiihrt.

§38 Bevor ich aber die Interpolationsmethode selbst darlege, wird es gefallig
sein, dass das folgende sich sehr weit erstreckenden Lemma vorausgeschickt
wird. Wenn es unzihlige Grofien «,f,7,6,¢ etc gab, die so voneinander abghan-
gen, dass gilt

ap—ma— np— x=0
By—(m+s)B— (n+s)y— x=0
Yo— (m 4 25)y—(n 4 25)6—x =0
Se— (m+3s)6— (n+3s)e—x =0

etc
und den Buchstaben «,5,7,0 etc die folgenden Werte zugeteilt werden

ss—ms+ns+ x
a

Ss —ms+ns+ x
b

Ss—ms+mns—+x

a=m+n—s +

B=m+n+s +

vy =m-+n+3s+

Ss —ms+ns+ x

0=m-+n-+5s+ 7

etc

werden die oberen Gleichungen in die folgenden dhnlichen transformiert
werden

ab—(m —s)a— (n+s)b— ss+ms—ns—x =0

(
bc— mb—(n+2s)c—ss+ms—ns—x =0
cd—(m—s)c— (n+3s)d—ss+ms—ns—x =0
de—(m +2s)d—(n+4s)e—ss +ms —ns — x =0

etc
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Und aus diesem selbst, damit dhnliche Formeln dieser Art hervorgehen, sind
jene Substitutionen entsprungen.

§39 Wenn nun auf die gleiche Weise diese letzten Gleichungen mit Hil-
fe geeigneter Substitutionen in ihnen dhnliche verwandelt werden, werden
anstelle von a,b,c,d etc die folgenden Substitutionen aufgefunden werden

4ss — 2ms + 2ns + x
ai

4ss — 2ms + 2ns + x
by

4ss — 2ms + 2ns + x
1

4ss —2ms +2ns 4+ x
dq

a=m+n—s +

b=m+n+s +

c=m+n—+3s—+

d=m+n+>5s+
etc
wonach dann die folgenden Gleichungen entstehen

ar1by—(m — 2s)a;—(n + 2s)by —4ss + 2ms — 2ns — x =0

bici—(m —s)by— (n+3s)c;—4ss +2ms —2ns — x =0

c1dy— me1— (n + 4s)dy—4ss +2ms —2ns — x =0

diey—(m +s)dy— (n+ 5s)e;—4ss + 2ms —2ns — x = 0
etc

§40 Indem also weiter fortgeschritten wird, wird festgelegt werden miissen

9ss — 3ms + 3ns + x

a =m+n—s +

az
9ss —3ms + 3ns + x
by =m+n+s +
by
9ss — 3ms + 3ns + x
c1=m+n+3s+ c
2

etc
Und aus diesen Substitutionen werden diese Gleichungen hervorgehen

apby — (m — 3s)a; — (n+3s)by —9ss +3ms —3ns — x =0
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bacy — (m —2s)by — (n+4s)cy — 9ss +3ms —3ns — x =0
cody — (m —s)cp — (n+58)dy — 9ss + 3ms — 3ns — x =0

etc

§41 Wenn nun diese Substitutionen ins Unendliche fortgesetzt werden und
ununterbrochen die folgenden Werte in den vorhergehenden eingesetzt wer-
den, werden die Werte der Buchstaben «,8,7,6 etc mit den folgenden Ketten-
briichen ausgedriickt werden.

s —ms +ns—+x
4ss — 2ms + 2ns + x
9ss — 3ms 4 3ns + x
16ss — 4ms + 4ns + x
m-+n—s+ etc

x=m+n—s +

m+n—s+

m+n—s—+

m+n—s-—+

Ss —ms +ns—+ x
4ss — 2ms + 2ns + x
9ss — 3ms + 3ns + x
16ss — 4ms + 4ns + x
m+n-+s—+etc

B=m+n+s +

m+n—+s+
m+n+s+

m+n-+s—+

SS—ms+ns—+x
4ss —2ms +2ns + x
9ss —3ms 4+ 3ns + x
16ss — 4ms +4ns + x
m+n+ 3s + etc

Yy=m+n+3s+
m4+n+3s+

m-+n-+3s+

m—+n+3s+
etc
welche Kettenbriiche denen hinreichend &dhnlich sind, welche Brouncker

gegeben hat, obwohl die folgenden in den vorhergehenden nicht enthalten
sind

§42 Damit aber der Gebrauch dieser Formeln bei einer Interpolation klar
zutage tritt, sei diese Reihe vorgelegt

p p(p+2r) p(p+2r)(p +4r)
p+29 (p+29)(p+29+r) (p+29)(p+29+2r)(r+29+4r)

+ etc
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deren Term des Index’ % = A sei, der Term des Index’ % = ABC, der Term
des Index’ g = ABCDE und so weiter. Nach Festlegen dieser wird sein

2r 4r
B:pqu’ CD:pfzJZHZr’ :pf;+4r
Es werde nun festgelegt
A=t gt e ¢ p_ 4
p+2q—r’ p+2q° p+2g+r’ p+2q+2r
und es wird sein
ab=p(p+2q—r)
be =(p+7)(p +2q)
cd=(p+2r)(p+29+r)
de =(p+3r)(p+29+2r)
etc

Nun werde weiter

R |0

a=ptq—r +-
b=p+gq +

c=ptgq+r +

210 ™Iog

d:p—l—q—l-Zr-l-%

etc

nach Finsetzen welcher Werte die folgenden Gleichungen hervorgehen werden,
nachdem g = q(r — q) gesetzt worden ist:

ap—(p+g—rja—(p+g )B—q(r—q)=0

Bpy—(p+q )B—(p+tq+r)y—q(r—q)=0

Yo—(ptq+r)y—(p+q +2r)0—q(r—q) =0

de—(p+9q +2r)6—(p+q+3r)e—q(r—q) =0
etc
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§43 Nachdem diese Gleichungen mit denen verglichen wurden, welche wir
in §38 angenommen haben, wird aufgefunden werden
m=p+q—r, n=p+q, xX=qr—qgunds =70
woher werden wird
ss— ms+ns+x =2rr+qr—qq
4ss—2ms +2ns + x = 6rr +qr — qq

9ss—3ms +3ns + x = 12rr +qr — qq
etc

Nach Einsetzen all dieser Werte werden die folgenden Kettenbriiche erhalten
werden, mit welchen die Buchstaben a,b,c,d etc ausgedriickt werden werden:

qr —4q4
= —r+
a=pra-r 2rr +qr —qq
2(p+q—r)—|— 6rr +qr —qq
2 —7r)+
(p+q ") 5 12rr +qr — qq
(PHa=1 % o =+ et
v —
b=p+q +q 7
2p+ )+2rr+qr—qq
P 2Ap+ )+6rr—i—qr—qq
P 2p+ )+12rr+qr—qq
PO T 20 1)+ etc
qr —4q9
= +
c=p+qg+r pYp——
2p+a+r)+ 6rr +qr —qq
2p gt 12rr +qr — qq
20 Ha+ )+ o T ) + et
etc

§44 Weil aber der Term der vorgelegten Reihe, der den Index n hat, ist

_ f yp+2q—1dy(1 _ er)n—l
Jyp=tdy(1 -yt
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wird sein

I R

A: =
pr2g—r  [yrtdy:1-y¥

[y Ty
Sty /1-y>
Darauf wird wegen ab = p(p +2q — r) sein
p_ PLY Ty 1y
Jypratdy s /1—y>

Weil ja aber durch den in der vorhergehenden Abhandlung erldauterten
Lehrsatz ist

p yrtdy Iy Y Ay Ty (fr) [y Ny T
Jyldy Ty [yrldy Ty [yrtldy /Ty

werde f = p + 2q — r festgelegt; danach wird sein

p (P H29) [y Ty Ty
Jyrtrtdy s 1=y

Indem aber auf die gleiche Weise weiter fortgeschritten wird, wird sein

C_(p2g ) [y Ty 1y
o fyp+2r—1dy: W

oder

a=(p+29-r)

und

(p+2q+2r) [yPT2005 ldy . /1 —y>

fyp+3r—1dy: W

d—=

etc

§45 Weil also das Bildungsgesetz der Progression dieser Integralformeln
bekannt ist, wird gefragt werden, was der Wert dieses allgemeinen Ketten-
bruches

qr—4q49

p+q+mr+
2rr +qr —qq
2(p+q+mr)+

6rr +qr —qq
2(p+g+mr) +etc

2(p+q+mr)+
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ist fyp+2q+ (m+1)r— 1dy \/72r
fyp—l- (m+1)r— 1dy \/ﬁ

Wenn daher p 4 q + mr = s gesetzt wird, so dass p = s — g — mr ist, wird der
folgende Kettenbruch hervorgehen

= (p+29+ mr)

s T
rr r—
2s + 6q +qq
2+ rr 1z12r —Zq
rr r—
2s + 20q +qq
T+ qr—qq
2 -5 7
s+ 2s + etc

dessen Wert deshalb dieser Ausdruck sein wird

fyq+r+s 1dy \/ﬁ
(q +s ferrs q— 1dy \/7%

§46 Weil auf die gleiche Weise der Wert dieses Kettenbruches

S+r+‘17—‘751

2rr +qr —qq
6rr +qr —qq
2(s+r) +etc

fys+2r+q 1dy \/72r

fys+27 q— ldy /1_ 2r

wird das Produkt dieser zwei Kettenbriiche deshalb sein
=(s+q)(s+r—q)

wie das Produkt der Integralformeln aufzeigt. Es ist ndmlich durch den in der
vorhergehenden Abhandlung gegebenen Lehrsatz

fo a1 a2 [t s /1 — o
a Jxfldx V1 =22 [xfHldx s /1 — 2%

auf welche Form das Produkt der Integralformeln von selbst zurtickgefiihrt
wird.

2(s+71) +

2(s+7r) +

ist

= (q+7+5)
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§47 Der gefundene Kettenbruch kann in eine andere geféllige Form verwan-
delt werden, dass die einzelnen Zahler in Faktoren aufgeldst werden konnen;
so wird man diesen Kettenbruch haben

q(r—q)
(r+q)(2r —q)
(2r +49)(3r —¢q)

(2r +q)(4r —q)
2s + etc

s+
2s +

2s +

2s +

dessen Wert daher sein wird

_ (q +S) fyr+s+q—ldx . m
ferrsquldx . \/1_7y2r

Wenn deshalb zum Kettenbruch s addiert wird, dass iiberall dasselbe Bil-
dungsgesetz der Progression gilt, wird sein

(q+s) [y =rildy s V1—y? +s [y ldy - Ty
ferrsquldy: \/1_7y2r

q(r—q)
(r+q)(2r—q)
(2r +4q)(3r —q)

(3r +q)(4r —q)
2s + etc

=25+
2s +

25 +

§48 Wenn nunr =2 und g = 1 gesetzt wird, werden zusammengenommen
alle von Brouncker dargebotenen Kettenbriiche hervorgehen, die alle in diesem
Kettenbruch enthalten sein werden

1
s+

2s +

25

49
2s +

2s +

2s +

81
2s + etc

36



dessen Wert deshalb sein wird

Sy dy: /1y
Jyedy: /1 —y*

welcher Ausdruck in hochstem Grade mit dem tibereinstimmt, welchen wir
oben, bevor die Giiltigkeit vollkommen feststand, angegeben haben; siehe §16.

=(s+1)

§49 Weil ich also bisher sehr viele Kettenbriiche gegeben habe, deren Werte
durch Integralformeln angegeben werden koénnen, werde ich nun eine direkte
Methode darlegen, mit deren Hilfe aus Integralformeln sich umgekehrt zu
Kettenbriichen gelangen ldsst. Aber diese Methode ist auf die Reduktion einer
Integralformel auf zwei andere gestiitzt, welche Reduktion jener gewohnten
nicht sehr undhnlich ist, mit welcher die Integration einer gewissen Differen-
tialformel auf die Integration einer anderen zuriickgefiihrt wird. Es gebe also
unendlich viele Integralformeln dieser Art

/ Pdx, / PRdx, / PR%dx, / PR3dx, / PRdx etc

die so beschaffen seien, dass, wenn die einzelnen so integriert werden, dass
sie fiir x = 0 gesetzt verschwinden, und dann x = 1 gesetzt wird, es dann ist,
wie folgt

a/de = b/PRdx +C/PR2dx

(a+a) / PRdx = (b+B) / PR%dx + (c+7) / PR3dx

(a + 24) / PR%dx = (b + 2p) / PR3dx + (c + 27) / PR*dx

(a + 3a) / PR3dx = (b + 3B) / PR*dx + (c + 37) / PR%dx
und allgemein

(a+ na) /PR”dx = (b+np) /PR”“dx + (c+nvy) /PR”“dx
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§50

[ Pdx
| PRdx
JPRdx  b+p

b

a

Wenn man also Integralformeln dieser Art hat, werden als leichte Auf-
gabe aus ihnen Kettenbriiche gebildet werden. Weil namlich gilt

¢ [ PR*dx
a [ PRdx
(c+7) | PR3dx

[PR2dx  a+a
JPR¥x  b+2p

a+a) [ PR?dx

[PR3dx  a+2u
JPR%x  b+3p

a+2a) [ PR3dx

[PR*x  a+3u

B
(c+27) [ PR%dx
(
(
(

)
¢+ 3v) [ PR%dx
a+3a) [ PR*dx

etc

wird, indem jeder Wert in der vorhergehenden Gleichung eingesetzt wird,
sein

JPdx b c:a
fPRdx—E+b+ﬁ (c+7):(a+a)
atoa  b+2B (c+2y):(a+2a)
a+2x  b+38 (c+37):(a+3a)
a-+ 3« b+4p
a—|—4zx+etc

Aber dieser Ausdruck geht invertiert und von den Partialbriichen befreit in
diesen tiber

[PRdx a
[Pax | (atae
b+ﬁ+(a+21x)(c+’y)
b+2ﬁ+(a+3zx)(c+2fy)
b+3[8+(a+4tx)(c+3'y)
b+4p +etc

§51 Wenn auch war, wiahrend 7 eine negative Zahl bezeichnet,

(a + na) / PR"dx = (b+ np) / PR"™dx + (c + ny) / PR™2dx
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wird man die folgende Gleichungen haben:

(a—a) P;x :(b—ﬁ)/de —I—(c—’y)/.PRdx
(a—2u) de— (b—2B) /—+ c—29) /de
(a —3u) de— (b—3p) / R + (c—37) P;lx

(a — 4a) F:(b—4ﬁ)/ﬁ+(c—4y) l;dzx

Daher wird also auf die gleiche Weise aufgestellt werden

J PRdx —(b—-B) (a—a)[Pdx:R
[ Pdx T -y * (c—1y) [ Pdx

[ Pdx —(b—2B) (a—2a) [ Pdx:R?
TPix:R _ c-2y @ (c_29) Pdx:R
[Pdx:R —(b—3B) (a—3a)[Pdx:R®
[Pdx:RE . c—37 ' (c_39) [Pdx: R

etc

Aus diesen Gleichungen wird aber hervorgebracht werden

fPRdx_ —(b-=8) (@a—a):(c—7)

[ Pdx c—7 —(b-=2B) (a—2a):(c—27)
c=2y | —(b-3p) (a-3a):(c—5)
i — (b_4'8)+etc
c—4y
oder nach Beseitigen der Partialbriiche
v) [ PRdx _ (a—a)(c—2y)
f Pdx —b=p+ (a —2a)(c—37y)

—(b—2pB) +

(a —3a)(c —4v)
—(b—=3p) + ——
(b—4p) +etc
Man hat also zwei Kettenbriiche, von denen jeder der beiden denselben Wert

fPRdx
TPd hat.
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§52 Es ist aber das Wichtigste bei dieser Aufgabe, dass geeignete anstelle
von P und R einzusetzende Funktionen von x bestimmt werden, damit wird

(a+ na) /PR”dx = (b+nB) /PR”“dx + (c +n7y) /PR”+2dx

zumindest in dem Fall, in welchem nach den einzelnen Integrationen x =1
gesetzt wird. Wir wollen also festlegen, dass allgemein ist

(a+na) /PR”dx + R"1S = (b +np) /PR"“dx + (c+nvy) /PR”“dx

und R"*1S eine Funktion von x solcher Art ist, die so fiir x = 0 und x = 1
gesetzt verschwinde. Nach Nehmen von Differentialen und Division durch
R™ wird also sein

a+ na)Pdx + RdS + (n +1)SdR = (b + nB)PRdx + (¢ + ny)PR?*dx
( ) B 0

diese Gleichung, weil sie immer Geltung haben muss, was auch immer # ist,
wird in diese zwei Gleichungen aufgelost

aPdx + RdS + SdR = bPRdx + cPR?*dx

und
aPdx + SdR = BPRdx + yPR*dx

Aus diesen Gleichungen wird auf zweifache Weise gefunden

Rds 4 SdR SdR

Pdx = =
TR+ cR—a BR+RZ—a

woher wird

dS  (b— B)RdR + (c — 7)R%R — (a — a)dR

s BR2 + yR3 — aR

(a—a)dR  (ab— Ba)dR + (ac — ya)RAR

R T a(BR+ YR? — a)
Aus dieser Gleichung wird also S durch R bestimmt; nachdem aber S gefunden
worden ist, wird sein

SdR
(BR + yYR? — a)dx
und daher werden die Formeln f Pdx und f PRdx sein, mit welchen der Wert
der oberen Kettenbriiche bestimmt wird.
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§53 Weil ja also die Grofie R durch x nicht bestimmt wird, wird fiir sie
irgendeine Funktion von x angenommen werden kénnen. Aber weil die
Bedingung der Frage erfordert, dass RS so fiir x = 0 wie fiir x = 1 gesetzt
verschwindet, wird dadurch die Natur der anstelle von R annehmenden
Funktion bestimmt. Darauf ist aber auch darauf zu achten, dass die Integrale
J PR"dx, nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist, einen

endlichen Wert erhalten; wenn ndmlich diese Integrale in diesem Fall entweder
J PRdx
| Pdx

werden. Dieser erster Ubelstand wird am sichersten vermieden, indem R ein
Wert solcher Art zugeteilt wird, dass PR" nie einen negativen Wert annimmt,
solange sich x innerhalb der Grenzen 0 und 1 befindet. Damit aber | PR"dx fiir
x = 1 gesetzt nicht unendlich wird, wird oftmals schwerer erhalten. Es wird
aber gefillig sein, die Fille, in denen 7 eine entweder positive oder negative
Zahl ist, voneinander zu trennen, weil sehr oft, wenn diesen Bedingungen
Gentige geleistet wird, wihrend 7 eine positive Zahl ist, nicht zugleich den
tibrigen Féllen Geniige geleistet werden kann. Wenn aber die vorgeschriebenen
Bedingungen nur in den Fillen erfiillt werden, in denen n eine positive Zahl
ist, dann kann nur der Wert des ersten Kettenbruches dargeboten werden, des
zweiten hingegen nur, wenn der Bedingung Getige geleistet war, wihrend n
eine negative Zahl ist.

schwer berechnet

0 oder o werden wiirden, dann wiirde der Wert

§54 Wir wollen die Entwicklung dieser Methode, die Werte von Ketten-
briichen zu finden, von den schon zuvor behandelten Beispielen aus beginnen,
und zuerst sei freilich dieser Kettenbruch vorgelegt

h
r+f

(f+r)(h+7)
(f +2r)(h+2r)
r + etc

r+

dessen oben in §34 angegebener Wert dieser Art ist

W(f =r) [y dy s 1=y = fh—r) [y dy /1=y
flytdy s 1=y —h [yrirtdy  /T—y>
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Es werde also dieser Kettenbruch mit diesem allgemeinen verglichen

a[Pdx +(a—|—uc)c
TeRE = e ety
b2 +(a—|—3uc)(c—i—2'y)
p b+ 3B +etc

und es wird sein
b=r, B=0, a=vr, y=r, a=f—-r, c=h
Nach Einsetzen dieser Werte wird entspringen

dS  rRAR+ (h—r)R*dR — (f —2r)dR _ (f —2r)dR rdR+ (h— f 4+ r)RdR

S rR3 —rR B rR r(R2—1)

und indem integriert wird

-2 h—f+2
In(S) = f . "1 In(R) + 7fln(R +1)+ jzrrrln(R —1) +1In(C)
oder o -
S = 7 (R2-1)7 (R—-1)
Daher wird deshalb sein
R™*1s = cREFH(RE - 1)'F (R — 1)

und

CR (R2 —1)7 dR

Pdx = r(R+1)

§55 Weil aber R"*1S in zwei Fillen verschwinden muss, fiir x = 0 wie fiir
x = 1 gesetzt, und das, welche positive Zahl auch immer anstelle von 1 gesetzt
wird (es ist ndmlich nicht von Noéten, auf negative Werte von n zu achten),
wollen wir festlegen, dass in der Tat f,h und r positive Zahlen sind und 1 > f
ist, was sich gewiss annehmen ldsst, wenn nicht f = h ist; des Weiteren sei
auch f > r. Nachdem diese Dinge festgelegt worden sind, ist es offenbar, dass
die Formel R"*1S in zwei Fillen verschwindet, natiirlich wenn R = 0 und
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R = 1 ist; und dies hat auch Geltung, wenn f = h ist. Solange also f > r ist,
wird R = x gesetzt werden kénnen und es wird sein

xf72r(1 — xz)%dx

1+x

Pdx =

nachdem die Konstante C bestimmt worden ist. Aus diesen wird deshalb der
Wert des vorgelegten Kettenbruches sein

| xffrzr(l —xz)hz;rfdx
1
=f- N
x 7 (1—x%)2 dx
J 1+x

Nachdem aber x = y" gesetzt worden ist, wird der gesuchte Wert sein

h—

0 YT -y Ty ()
Jyf=1 1 —y) 5 dy - (1+y)

§56 Wir haben also einen anderen den Wert dieses Kettenbruches
fh

r

r+

(f+r)(h+r)
v+ etc

enthaltenden Ausdruck gefunden, der, auch wenn er Integralformeln in sich
umfasst, dennoch vom zuvor gefundenen Ausdruck abweicht. Denn dieser
letzte Ausdruck hat keine Geltung, wenn nicht f > h ist; fiir # muss aber der
grofiere der zwei Grofien f und h angenommen werden, wenn sie freilich
ungleich waren. Wenn aber dennoch auch f kleiner als r war, kann der Wert
des Kettenbruches dargeboten werden, indem dieser betrachtet wird

(f+r)(h+r)
(f +2r)(h+2r)
r + etc

dessen Wert sein wird

_ N ,
Iy -y Ty (1+y)
Jyf 11—y Sy (1+y)
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welche keiner Einschrankung bedarf. Nachdem namlich dieser Wert = V

gesetzt worden ist, wird der Wert des vorgelegten Kettenbruches = r + f—Vh
sein.

§57 Jener Fall, in dem f = h ist, der zuvor auf eingentiimliche Weise gefun-
den worden war und sein in §34 entdeckter Wert war

T—(h—r) [x"Mdx: (1+x")  (h—r) [ dx: (1+ )

Jxn=ldx : (14 x7) B [ xn1dx : (14 x7)

flief3t aus diesem letzten Ausdruck von selbst heraus; fiir f = h gesetzt wird
ndmlich der in §35 gefundene Ausdruck in diesen iibergehen

(h=r) [y dy: (1 +y")
[y tdy: (1+y)

ganz und gar denselben, woher die Ubereinstimmung der beiden allgemeinen
Ausdriicke zur Geniige erkannt wird. Hier ladsst sich aber sicher annehmen,
dass h > r ist, weil die Félle, in denen dies nicht passiert, sehr leicht auf diese
zurtickgefiihrt werden, wie gerade gezeigt worden ist.

§58 Damit aber die Ubereinstimmung der beiden Ausdriicke in jedem Fall
eingesehen wird, haben wir dieses Lemma voraus zu schicken, was von
anderen schon bewiesen worden ist. Wenn diese Reihe vorgelegt war

P p(p+s) p(p+s)(p+2s)
q+s  (q+s)(g+2s) (q9+s)(q+2s)(q+3s)

+ etc

in welcher Groflen p,q und s positiv seien und g > p sei, wird die Summe

dieser Reihe ins Unendliche fortgesetzt = sein. Die Giiltigkeit dieses

Lemmas kann aber durch meine allgemeine Methode Reihen zu summieren
auf die folgende Weise aufgezeigt werden. Es werde namlich diese Reihe
betrachtet

p xq+s p (p + S)
q+s (g+s)(g+2s)
deren Summe z genannt werde, und es wird durch Differentiationen sein

X1 + X112 4 ete

;ZJZC — gaT ! 4 pritsl wxq+2s—1 1 ete
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und

+s
xP=175dz = qxP—5Ldx + pxPldx + p(p_k)xp*s%ix + etc
welche Gleichung integriert gibt
xP—* xPFs xP—s
/xp’q*sdz _ 1 +xP + P +etc = 1 + xP iz
p—s q+s p—s

Aus dieser Gleichung wird differenziert diese hervorgehen

XP~172dz = qxP 5 ldx + xPdz + (p — q)xP T zdx

oder
dz(1 —x°) + (g — p)x* Lzdx = qxT ldx

oder auch . )

—p)x°"'zd =d

dz—l—(q p)x zdx _gx"dx
1—xs 1—x¢
deren Integral ist
z B / x4~ 1dx B gx1 qp / x1~dx
(1-x)% (=)™ gop) - TP (1)

woher sein wird

gx7 pq(l—xs)qs’]/ x1~dx
(

q-p q-p 19"

Daher wird fiir x = 1 gesetzt sein

+s

I R R Ul i)
q-p g+s  (q+3)(q+2s)

welches der Beweis des gegebenen Lemmas ist, aus welchem zugleich eingese-

hen wird, dass die Giiltigkeit des Lemmas nicht bestehen bleibt, wenn g > p
ist.

Z + etc
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§59 Weil nur also den Wert dieses Kettenbruches

fh
(f+r)(h+7)
(f +2r)(h+2r)
r + etc

r+

auf zwei Weisen ausgedriickt haben, deren einer ist
h(f . 1’) fthrrfldy /1= yzr _ f(h _ 7’) fnyrrfldy /1= er
ffyf+r—ldy: /1_y2r_hfyh+r—ldy: /1_y2r

der andere hingegen, der in §56 gefunden worden ist
Lhfyrlay -y A4y
[y tay( =) s (L)

wird es der Miihe wert sein, die Ubereinstimmung dieser Ausdriicke zu
zeigen. Weil also ist

h=f
2r

=r

1 B 1—-y
T+y  1—y?
wird sein
_ r h—f r _ r h—f=2r e ; h—f=2r
/yf Ydy(1-y) = :(1+y)=/yf Ydy(1—y7) > —/y” Ydy(1—y”) >
und

r— v ﬂ T
/y” ldy(1—y*) > : (1+y)
hfffzr hff—Zr

:/nyrrfldy(l_yzr) o _/nyrerldy(l_er) o

h—f=2r h—f=2r

r— r f — r
= [y ) - [y a1 -y

Es werde festgelegt

Sy dy(1 - )
h—f=2r

Sy dy(1—y?) >
es wird der Wert des letzten Kettenbruches sein
hV — f
1-V

=V
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Es werde aufierdem festgelegt

Jyrry s T
[y Ty

es wird der echte Wert sein

h(f —r)W—f(h—r)
f—hw

aus deren Gleichheit folgt, dass sein wird

f

V=W

so dass ist

_ h—f=2r _
Jyrrly( -y f [yt Ny 1y
[y ldy(uen) T g [y iy /Ty
die Begriindung welcher Gleichheit durch die in der vorhergehenden Abhand-

lung dargebotenen Lehrsdtze bekannt ist; es ist ndmlich durch eines aus jenen
Theoremen

[ty ) ey iy
[y 2tdy(1— ) [y ldy s /Ty

§60 Wir wollen nun diesen Kettenbruch betrachten

2r—|—fh
2+ (f+r)(h+r)
5 (f +2r)(h+2r)
T+ 2r + etc

dessen Wert oben in §35 gefunden worden ist

C2f=n)i=r) [y Ny Ty = h(f+h=3r) [y T
- 2hfy’1” My T—y7 = (f+h—r) [y ldy:\/T—y>
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Wenn nun dieser Kettenbruch mit diesem verglichen wird

a[Pdx (a+a)c
[ PRdx b pt (a+2a)(c(:—:;a)(c+2’y)
b+2p+

wird sein
b=2r, B=0, a=vr, y=r, a=f—r, und c=h
Daher wird man also aus §52 haben

ds (f—2r)dR N 2rdR+ (h— f 4+ r)RdR

S R r(R2—1)

und durch Integrieren

S=CRZT (R —1)F (R—1)
woher wird
C —Zr 1— [ —or
Pdx = ?Rff (R —1)"% (R — 1)%dR

und
+(n+1)r
r

R1s = cRETH(RE - 1) F

7 (R — 1)

welcher Ausdruck in zwei Fillen verschwindet, in dem einmal R = 0 und
einmal R = 1 gesetzt wird, es sei nur f > r und h —3r > f, welchen
Bedingungen immer Gentige geleistet werden kann.

§61 Es sei also R = x und nach Bestimmen der Konstante C wird sein

h—f=3r

Pdx = x@dx(l —x3) 7 (1-x)?

oder fiir R = x = y" gesetzt wird sein

hfé;Sr (1 _ yr)z

aus welchem der Wert des vorgelegten Kettenbruches sein wird

afPdx (f—r) [y " dy(1—y*) 5 (1-y)?
[ PRdx [yf1dy(1 - yzr)—”*{f’ (1-yr)?

Pdx = yf_r_ldy(l — er)
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welche durch die Lehrsétze der oberen Abhandlung auf die erste Form zurtick-
gefiihrt werden wird, indem das Quadrat (1 —y")? entwickelt wird, wonach
jede der beiden Integralformeln in zwei einfachere aufgelost werden wird.
Diese Reduktion selbst werde ich aber am folgenden sich weiter erstreckenden
Beispiel aufzeigen.

§62 Wenn man diese Integralformel hat

[ty -y -y
und (1 —y")" in eine Reihe aufgelost wird
n(n—1)

12 7

wird, indem jeweils alle zweiten Terme von dieser genommen werden, die
vorgelegte Integralformel auf die zwei folgenden zurtickgefriihrt werden

/ym_ldy(l _er)X (1 + m T_f_ 71(7’1 _ 1)(11 —2)(1’1 _3> . m(m+2r) +etc>

1—ny" + 7 etc

1.2 1-2-3-4 p(p+2r)
n+n(n—1)(n—2)'m+r
_ m—r—1 2 1-2-3 p+r
/y dy(1—y7)* n(n—l)(n—Z)(Tl—3)(”_4)_(m+r)(m+3r)_|_etc
1-2-3-4-5 (p+71)(p+3r)

nachdem der Kiirze wegen festgelegt worden ist
m+2xr+2r=p

Wenn daher wie im vorhergehende Fall n = 2 war, wird sein

[ty -y -y - m;;p/y’”‘ldy(l —y)E =2 [y -y
Daher wird man haben

—r h—3r hf-3r h—f—3r
afPdx v );ff; I pyrrtay(1 - ) (g ) [y ay(1 - )

[ PRdx ft+h+r s
YAy ) 2 [y (1)
)

_h(f R =3r) [y (1 - —2(f—r)(h—r) [y Ndy(1—y?) "
(f +h=r) [y dy(1 - y) Zf’—thyf” ldy(1— )
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welcher Ausdruck, weil er jenem gleich sein muss, der oben in §35 gefunden
worden ist, diese Gleichung liefern wird

[y lay(L -y [y ldy s Ty
h—f—r

f]/f_ld]/(l —y¥) v B fyf—ldy : \/1—7]/%

deren Begriindung freilich schon in den Lehrsdtzen der oberen Abhandlung
enthalten ist.

§63 Wir wollen nun umgekehrt fiir P und R die gegebenen Werte nehmen
und aus ihnen Kettenbriiche bilden und wollen festlegen

P=x"11-x)"(p+gx)* und R=x"
Weil aber sein muss
(a+va) /PR"dx = (b+vp) / PR 1dx + (c +vy) /PRV+2dx
und daher wegen der gegebenen P und R aus §52 wird

1
S = X" (1= ) (p o+ g (g + BT — )

wird sein

dS  (m—r)dx nrxdx  xqra'ldx 29rx® " ldx + Bra’ldx

S X - —14x7 p+gx" ’)/er—f—ﬁxr—oé
(a —a)rdx N (ab — Ba)rx"tdx + (ac — ya)rx¥ ldx
o ax a(yx? + Bx" — a)
Es sei nun

(p+gx")(x' —1) =yx* +Bx" —a
es wird sein
Yy=¢q, B=p—q und a=p

Es sei auflerdem

es wird sein
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Daher wird weiter sein miissen

cpr —m
ngr + xqr + 2qr = P mpd
oder
m
c= Tq+nq+ (x+2)qg
und schliefdlich
m J—
b= (prq)—k(n—kl)p— ()(+1)q

Solange also m und m + 1 positive Zahlen waren, damit Rt1S so fiir x = 0
wie fiir x = 1 gesetzt verschwindet, wird der folgende Ausdruck hervorgehen

St ldx(1— )" (p+qx")X [ PRdx
[xm=ldx(1—x")"(p+qx)x [ Pdx

der deshalb diesem Kettenbruch gleich sein wird

mp

pg(m+r)(m+nr+ (x+2))r
pg(m+2r)(m+ (n+1)r+ (x +2))r
m(p—q)+ (n+3)pr— (x +3)gr +etc

m(p—q)+ (n+1)pr— (x+1)qr +

m(p—q) + (n+2)pr — (x +2)qr +

§64 Damit dieser Kettenbruch eine einfachere Form annimmt, werde fest-
gelegt

m+nr+r=a, m+xr+r=>b und m-+nr—+xr+r

es wird werden

c—a c—b

X: p , n—

und m=a+b—c—r

und dabei wird sein

pla+b—c—r)

pgla+b—c)(c+r)
N pgla+b—c+r)(c+2r)
pq(a+b—c+2r)(c+3r)
(a+43r)p — (b+3r)q + etc

ap —bg +

(a+r)p—(b+r)g

(a+2r)p—(b+2r)g+
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At (1) (p )
[ xatbc=r=14x(1 — xr)#(p + gx7)
nachdem nach jeder der beiden Integrationen x = 1 gesetzt worden ist. Es
wird aber verlangt, dass

a+b—c—r und c—b+r
positive Zahlen sind. Wenn aber der Kiirze wegen festgelegt wird

a+b—c—r=g

wird sein .
S8 (1= 20) T (p+gn)
[ x$79dx(1—x1)T (p +g2) 7
_rg
c+r)(g+r
ap_bq+pq( )(g+7)

pqg(c+2r)(g+2r)

(a+2r)p— (b+2r)g+etc

welche Gleichung sich sehr weit erstreckt und bisher gefundenen Kettenbriiche
in sich umfasst.

(a+r)p—(b+r)g+

§65 Wenn die Grofien ¢ und ¢ miteinander vertauscht werden, wird der
folgende Kettenbruch hervorgehen

pc

pqlc+r)(g+7)

(a+r)p—(b+rg+

ap — bg +
p=b pq(c+2r)(g+2r)

(a+2r)p— (b+2r)q + etc

dessen Wert daher sein wird
g*ﬂ

[ a1 =) (p )T
[ xetdx(1— ) (p + q27) T
Daher weil diese Kettenbriiche ein gegebenes Verhéltnis zueinander haben,
natiirlich ¢ zu ¢, wird daher der folgende Lehrsatz einspringen, nachdem
anstelle von ¢ wieder sein Wert eingesetzt worden ist

T T (1= )T (p 4 )

c—a

[ xatbec=r=1dx(1 — xr)cj—b(p +gx)
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(a+b—c—r) [xTdx(1—x") (p+qx") e

b—c—r

Jxedx(1—x) " (p+gx7)
In dieser seht weiten Form sind sehr viele auferordentliche besondere Reduk-
tionen enthalten. Es sei eines Beispiels wegen b = ¢ + ; es wird sein

c—a a—c—r

c[x T dx(p+qx")7 (1=x")  a[xTldx(1—x")
[ xdx(p +qx)F : (1 —x7) B [xetdx(1—x) =

=c

Man wird also daher diesen sich sehr weit erstreckenden Lehrsatz haben

/ X" ldx(p +gx)X / x"dx(p + gx’ )X

1—x" 1—x"

sobald immer, nachdem die Integrationen so ausgefiihrt worden sind, dass
die Integrale fiir x = 0 gesetzt verschwinden, verstanden wird, dass x = 1
sein wird. Es ist aber allein jener Fall ausgenommen, in dem g + p = 0 ist, in
welchem eine Unannehmlichkeit auftritt.

§66 Die Kettenbriiche, welche wir bisher mit Hilfe von Interpolationen
gefunden haben, gehen darauf zurtiick, dass die Partialnenner konstant sind.
Damit wir also die nun gefundene allgemeine Form auf sie {ibertragen, werde
p = q = 1 gesetzt und es wird dieser Kettenbruch hervorgehen

cg o[t ldx(1 —x")F (14 2")F
- (c4+7)(g+7) [ a8 Tdx(1— %) 5 (14 7))
. eranran
. (¢c—3r)(g—3r)
a-u a—Db+etc

oder der Wert desselben wird auch sein

g [xtldx(1 - xr)g%b(l + x5
- [ xe=ldx(1 - )51+
wiéhrend ¢ = a + b — ¢ — r ist. Es werde festgelegt
a—b=s

wegen
a+b=c+g+r
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wird sein

C+g+r+s c+g+r—s
g=—"—— und b= —>——
2 2
woher werden wird
cg
(c+r)(g+T7)
(c+2r)(g+2r)
s +etc
¢ [x8t1dx(1— ) "% (1 -« g [t ldx(1 - ) E (1 —a')
[ x8dx(1 — xzr)kngvrfs (1—x)7 [ xeldx(1— x2r>g7c;75 (1—x7)

§67 Wir wollen damit zur Form in §47 gelangt wird, 2s anstelle von s setzen
und es sei ¢ = g und g = r — g; man wird diesen Kettenbruch haben

q(r —q)
(q+7)(2r—q)
RS lCaT)

2s + etc

dessen Wert daher entweder sein wird

q

g [P ldx(1 - x) T (1—x")7
[xr=a-1dx(1 —x2r)"+ (1 — ")

oder aber )
S

(r—q) [x17dx(1— x%)# (1—x")~
2s

[ x1-1dx(1 —x2) 7 (1 —x7) 7
Der Wert desselben Kettenbruches ist aber zuvor gefunden worden
_(g4s) JyriTldy s 1y

j‘yr—o—s—q—ldy: \/1_7y2r

Deswegen werden diese Integralformeln einander gleich sein; dies ist ein
keineswegs zu verachtender Lehrsatz.

S
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§68 Es sei, wie wir in §48 festgelegt haben, r = 2 und q = 1; es wird sein

(1+s) [y 2dy: /1—y* [ x%dx(1— 7T (1 —x2)s
— s =
[ydy /11—y [ dx(1—x*) (1 —x2)s
welche Gleichheit hervorstechend ist, wenn s = 0 ist; in den Fillen, in denen s

eine ganze ungerade Zahl ist, wird die Gleichheit nicht schwer gezeigt. Wie
wenn s = 1 war, wird die letzte Formel sein

Jaxxdx: (1+xx) x— [dx:(14+xx) 4d-7m

[dx:(1+xx)  [dx:(1+xx) 7

nachdem x = 1 gesetzt worden ist. Die erste Formel wird hingegen geben

2 [yPdy: /1—y* 1_4 1_4—7r
[ydy: /1y T on
genauso wie die vorhergehende. Aber wenn s eine gerade Zahl ist, wird

durch die Entwicklung der Potenz (1 — xx)* die Ubereinstimmung der beiden
Ausdriicke leicht erkannt werden.

§69 Aufser den bisher gefundenen Kettenbriichen umfasst aber die gefun-
dene allgemeine Form andere in sich, aus denen es einige zu entwickeln,
niitzlich sein wird. Es sei also ¢ = ¢ und der Wert dieses Kettenbruches

c2

(c+7)?
S —t—
(c+ 2r)?
° s + etc

wird sein :
¢ [ dx(1—x")r (1 —x%)%
r+s

[xetdx(1—x7)7 o (1—x2)%

Es werde ¢ = 1 und r = 1 gesetzt und es wird sein

s+1

1 _ [ xdx(1—x)%: (1 —xx)2
4 [dx(1—x)s: (1—xx)7

9
s+

s+

s+

16
s + etc
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die Werte welches Ausdruckes, welcher fiir verschiedene Bedingungen von s
annimmt, wir untersuchen wollen. Nachdem also der Wert dieses Ausdrucks
= V gesetzt worden ist, wird es sein wie folgt:

wenn s = 0 ist

_ Jxdx VT —xx 1
C Jdx:T-xx 2[fdy:(1+yy)

1%

wenn s = 2 ist
V_2fdx:ﬂ—3fxdx:m_ 1
2 [xdx:/1—xx— [dx:/1—xx 2 [y?dx:(1+yy)
wenn s = 4 ist
V_l9fxdx:ﬂ—12fdx:m_ 1
3[dx:v/T—xx—4[xdx:/T—xx  2[yidy:(1+yy)

Allgemein wird aber sein

1
V = —s
2 [ydy = (1+yy)
aus welcher Form klar wird, wenn s eine ganze gerade Zahl war, dass die

Quadratur des Kreises involviert wird, andernfalls aber, wenn s eine ungerade
Zahl ist, Logarithmen.

§70 Es sei uns nun dieser Kettenbruch vorgelegt

1

1+
4
2+

9
3+

16
4+

5+

25
6 + etc

Es werde dieser nun mit der in §64 dargebotenen Form verglichen und es
wird werden

pacs = 1

palc+r)(g+r) = 4

pqg(c+2r)(g+2r) = 9
gp—bg=2 und (p—gq)r=1
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woher sein wird
c=g=r

V541 V5 -1
P=""% "7 17
r(1+35) _ r(3v5—-1)

gi= und b _—
2v/5 2v/5

nach Einsetzen welcher man den Wert des vorgelegten Kettenbruches haben
wird

,\/5,1

(VB —1) [ 22 1dx(1 — x") 75 (1+ V5 + (VB — 1)x) 35
2 [ w-1dx(1— x7)' 55 (14 V5 + (VB — 1)ar) 3ve

=14+

Aus diesem Ausdruck kann wegen der Wurzelexponenten nichts Bemerkenswertes
gefolgert werden.

§71 Weil also in diesen Kettenbriichen die Partialzdhler aus zwei Faktoren
zusammengesetzt sind, so schreite ich nun zu Kettenbriichen solcher Art
voran, in denen diese Partialzdhler eine arithmetische Progression festlegen.
Es werde also, indem 8§50 zuriickgekehrt wird, v = 0 und ¢ = 1; es wird sein

fPRdx_a
J Pdx _b+a—|—tx

a+2u

b+ B+
P a—+ 3u

R VT

Es muss aber genommen werden

dS (a—a)dR (ab— Pa)dR +aRdR  (a—a)dR dR (a*+ apb— p*a)dR
S R a(BR — a) &R +F+ 2B(BR —«)

woher wird
a—a a2+aﬁb—ﬁ2u

S=CefR* (BR—u) o

Es werde festgelegt
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es wird sein
ax  g—q azlx/ibff%Zu
S=CefPx« (1—x)
und R"*1S verschwindet in zwei Fillen, natiirlich so fiir x = 0 und x = 1
gesetzt, es sei nur

a® +apb > Ba

Daher wird also sein
ax  g—pn w
Pdx = efbx « dx(1—x) app
und der Wert des vorgelegten Kettenbruches

a2 +tx[5b—uﬁz —ﬂza
o

[ PRdx afe%x%dx(l — x)
- [Pdx

o2 +apb—ap?—p2a

ﬁfe%x%dx(l —x) P

nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist

§72 Damit dieser Fall an einem Beispiel illustriert, sei
a=1 a=1 und B=1

man wird diesen Kettenbruch haben
1

2
1+

3
4
4 + etc

3+
dessen Wert sein wird
fe"xdx_ ex—er+1 1
fexdx_ ex—1  e—1

nachdem x = 1 gesetzt worden ist. Daher wird sein

e=2+

3
2+

4
3+

+ 6 + etc
mit welchem Ausdruck hinreichend schnell zum Wert der Zahl e, deren
Logarithmus = 1 ist, gelangt wird.
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§73 Wir wollen nun festlegen, dass in dem oberen in §71 gegebenen Ketten-
bruch B = 0 ist, dass gilt

J PRdx _a
Pdx
f NLAR.
a—+ 2«
+ -
n a+ 3w
b + etc
wird sein
dS (a—a)dR bdR RdR
S aR o o
und daher

a—a —2bR—RR

S=CR&@® ¢

Nun verschwindet R"*1S in zwei Fillen, deren einer der ist, wenn R = 0 ist,
der andere, wenn R = oo ist, es seien nur 4 und a positive Zahlen. Es werde
also festgelegt

und wird sein
i e 2bx—(2b—1)xx

S=Cxwv :(1—x)«e 20x?
Wegen

wird sein

a—a
X« dx
/de:/ a2 abx—(2b—1)xx
(1 — x)Te 20(1-x)2

§74 Es sei schliefilich in §50
a=1, ¢c=1, a=0, vy=0
es wird sein
JPRdx 1

Pdx 1
J Pdx b

1
b+ B+
b+2p+

b+ 3B + etc
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und
ds B RZdR — (b— B)RAR — dR

S BRZ

woher werden wird

b—28

RP+1 _ b=p RR+1 _ b—28
S=e PR RF und Pdx=¢e B8R R # dR

und
RR+1 _ b-B

PRdx =e PR R"B dR

Es muss aber R eine solche Funktion von x sein, dass R"*! so fiir x = 0 wie
fir x = 1 gesetzt verschwindet. Aber einen Bruch solcher Art anzugeben, ist
eine um vieles schwerere Aufgabe als fiir die tibrigen Fille. Und ich werde
daher nicht versuchen, diesen Fall mit derselben Methode aufzuldsen, sondern
werde ihn fiir eine anderen nun darzulegende Methode aufbewahren.

§75 Von dieser Methode, zu Kettenbriichen zu gelangen, habe ich freilich
schon vor einiger Zeit eine Erwdhnung gemacht, aber weil ich ja dann nur
einen speziellen Fall behandelt habe, wird es gefillig sein , sie hier griindlicher
darzulegen. Sie ist aber nicht wie die vorhergehende in Integralformeln enthal-
ten, sondern in der Auflésung einer Differentialgleichung, dhnlich der, die ein
gewisser Graf Riccati vorgelegt hat. Ich betrachte natiirlich diese Gleichung

ax™dx + bx™ ydx 4 cy’dx +dy = 0

die, indem festgelegt wird

1 1
X" =z und y=—+ —
cxX XXz
in diese tibergeht
—C ma b ac+b
t s dt — tneszdt — ————z°dt +dz = 0
3" m+3 - (m+3)cz +az

die der ersten dhnlich ist. Wenn daher der Wert von z durch t bekannt wire,
wiirde zugleich y durch x bekannt werden. Es werde aber auf dieselbe Weise
diese Gleichung auf eine andere ihr dhnlich zurtickgefiihrt, indem festgelegt
wird
£ =y und z= —(m—|—3)c+ !
(ac+b)t  t+v
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und Reduktion von dieser Art werde ins Unendliche fortgesetzt; danach, wenn
alle letzteren Werte in den vorhergehenden eingesetzt werden, wird y auf die
folgenden Weise ausgedriickt werden

1
y= Ax 14

1
_me,1 +
Cx— 1+

1
_Dxm—l +
Ex—1+

—Fxm=1 4 etc

die Buchstaben A,B,C,D etc werden aber die folgenden Werte erhalten

1
A
(m+3)c
b= ac+b
c o (2m +5)(ac + b)
~ c(ac— (m+2)b)
D - (3m +7)c(ac — (m+2)b)
~ (ac+b)(ac+ (m+3)b)
o (4m +9)(ac + b)(ac + (m + 3)b)
c(ac — (m+2)b)(ac — (2m +4)b
F (5m 4+ 11)c(ac — (m +2)b)(ac — (2m +4)b)
(ac 4+ b)(ac + (m +3)b)(ac + (2m + 5)b)
etc
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welche Bestimmungen leichter mit den folgenden Gleichungen erfasst werden:

3
ap = "F
ac+b
BC — (m+3)(2m+5)
ac— (m+2)b
D — (Bm+7)(4m +9)
ac— (2m+4)b
R (4m +9)(5m +11)
~ ac+ (2m+5)b
rCo— (5m +11)(6m +13)
ac — (3m +6)b
etc

§76 Wenn nun diese Werte im gefundenen Kettenbruch eingesetzt werden ,
wird aufgefunden werden

(ac +b)x"+2

=1
“r * (ac — (m+2)b)x™*2

(ac + (m + 3)b)x™*2
(ac — (2m + 4)b)x"+2
(4m+9) +etc

—(m+3)+

(2m +5) +
—(Bm+7)+

Aus diesem Ausdruck ist es offenkundig, dass die vorgelegte Gleichung in
den Féllen uneingeschrankt integrierbar ist, in denen b einem gewissen Term
dieser Progression gleich wird

— ac — ac — ac — ac
m+3" 2m+5" 3m+7’  im+2i+1

—ac,

darauf auch in den Fillen, in denen b ein Term dieser Progression ist

ac ac ac ac
m+2" 2(m+2)" 3(m+2)’ im + 2i

Aber dieser Kettenbruch der vorgelegten Gleichung bietet das Integral dieser
Bedingung dar, dass fiir x = 0 cxy = 1 wird, wenn freilich m + 2 > 0 ist; aber
wenn m + 2 < 0 ist, dann befolgt das Integral dieses Gesetz, dass fiir x = oo
gesetzt cxy = 1 wird.
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§77 Wir wollen festlegen, dass b = 0 und a = hc ist und nach der Integration
x = 1 gesetzt wird; es wird aus dieser Gleichung
nex™dx + cy*dx +dy =0
der folgende Kettenbruch hervorgehen, mit welchem der Wert von y in dem
Fall bestimmt werden wird, in dem x = 1 gesetzt wird,
1 n n
ST (m—+3) N n
¢ 2m+5 n
+
c —Bm+7) n
+
c 4m +9

+ etc

1
oder es werde ¢ = p? gesetzt; aus der Gleichung

nx"dx +y2dx + xdy = 0

wird sich der Wert von y im Fall, in dem x = 1 ist, so verhalten

n
y=x-+ .
—(mx +3x) + "

2y +5X + —(Bmx +7x) +etc

oder
y=Xx !
my +3x — !
2myx +5x — !

n
7Y —
Sy +7x 4mx +9x — etc

§78 Wenn also dieser Kettenbruch vorgelegt ist

1
b+

1
b+p+
b+2B+

R oy e
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wird sein

oder
m=—-—2
Daher wird der Wert dieses Kettenbruches der Wert von y in dem Fall, in dem
x = 1 ist, aus dieser Gleichung sein
=2 2
x b dx = y-dx + bdy

nachdem die Integration so unternommen worden ist, dass fiir x = 0 gesetzt
xy = b wird, weil gilt
m+2>0

wenn freilich % eine positive Zahl ist.



